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控制体有限元方法中的一种高阶插值格式
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* * 　谷传纲

【摘要】　针对控制体有限元方法对流动方向不平行于坐标轴方向的回流问题数值模拟采用各种

迎风格式都容易产生假扩散的问题, 本文给出了一种由插值单元及其迎风相邻单元所确定的高阶

插值格式。通过对 Re= 1000 时三种不同形状的二维四边形空穴流模拟, 表明该格式与局部斜迎风

格式的适当组合可有效地减小控制体有限元方法对回流问题数值模拟的假扩散。
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控制体有限元方法 ( CVFEM ) 是用于流动与传热问题数值模拟的有效方法, 便于引入迎

风格式及采用速—压同位网格的原始变量法, 适用于各种复杂几何域
[ 1]
。但当流动方向与坐标

轴方向不一致且网格Reynolds 数较大时, 各种迎风格式仍会产生严重的假扩散。本文给出控

制体有限元方法在二维三角形单元网格域上的一种高阶插值格式, 并通过对Re= 1000时, 三

种几何形状上二维空穴流的模拟验证该方法对回流问题的适用性。

1　控制方程及其控制体有限元方法

　　设稳态的粘性不可压流体流动的控制方程为:

动量方程 � �(�v ui - �� ui ) = S i - �p / �x i ( 1)

连续性方程 � �(�v) = 0 ( 2)

图 1　插值单元上的子控制面

及其相邻单元

其中: �为流体密度, �为粘性或扩散系数, S i 为源项。

连接三角形单元网格域上每一单元的形心点与边中

点, 对每一结点 P 构成一个控制体 V P。在 V P 上对方程

( 1) 和 ( 2) 积分得:

∫ S
P

(�v ui - �� ui ) �nds =∫V
P

S i -
�p
�x i

dV ( 3)

∫ S
P

�v �nds = 0 ( 4)

其中  SP 为V P 界面, n 为 SP 上微元 ds的单位外法向量。

对 ( 3) 式中的扩散项变量采用多项式插值, 对流项变

量采用局部斜迎风插值及高阶插值。



局部斜迎风格式: 如图 1所示, 定义质量流率为:

m
�
r =∫ S r �v �nds = (�vr �nr )  S r

( 5)

其中:  S r 表示子控制面ao的面积 (长度) , nr 为按图 1规定的单位法向量。

设 m�r> 0, 依据过 r 且平行于 vr 的直线与线段Pa, Pc和co的交点 w 定义对流项变量 c
r :

 c
r =

( 1/ 2) ( 1 + l wa / lPa ) P + ( 1/ 2) ( 1 - l wa/ l Pa)  K 当 w 在Pa上时

( 1/ 2) ( 1 + l wc/ l Pc) P + ( 1/ 2) ( 1 - lw c/ lPc) L 当 w 在P c上时

( l wc/ l tc) c
t + ( 1/ 2) ( 1 - lwc/ l tc) ( P +  L )　　　　　当 w 在ct上时

( l wo/ l to) c
t + ( 1/ 3) ( 1 - lw o/ l to) ( P +  K +  L )　　当 w 在to上时

( 6)

其中: l 表示相应线段的长度。对于 m
�
r< 0及 c

s 和 c
t 可作类似定义, 于是得到:

[ c
] 3×1 = [ A

- 1
] 3×3 [ B] 3×3[ ] 3×1 ( 7)

　　高阶插值格式: 如图 1所示, 若m
�
r> 0, 当交点 w 在co上时, 近似地将迎风点取在 c点,

于是 r 上的迎风点便限定在Pa和P c上。若 m
�
r< 0, r 上的迎风点同理地限定在aK和Kb上。这

样 r , s 和 t上的迎风点便分别地限定在单元边PK , K L和L P上。依据迎风点w 在PK , K L和

L P上的情形, 由PK L 与 PRK , KS L 和 L TP 分别构成四边形单位 PRKL , PK SL 和PKL T。

在四边形单元上采用双线性多项式插值, 并采用 L - U 分解法对系数矩阵求逆得到:

 = ( 1, x w , y w , x wyw ) [ M- 1 ] 4×4{  i} = N i i ( 8)

　　组合插值格式: 为保证迭代的收敛性与精确性, 用式 ( 7) 与式 ( 8) 构成组合格式:

 =  U
+ !( P

-  U
) ( 9)

其中 0≤!≤1。!= 0对应于式 ( 7) 确定的迎风格式; != 1对应于式 ( 8) 确定的多项式格式。

在离散中, 将式 ( 8) 中 i 在 R, S 和 T 点的值用上一迭代值代入并组装到方程的右端项中。

对控制方程的离散: 对式 ( 3) 中 ui 按式 ( 9) 插值, 对压力梯度项仅在单元 PKL 上进行

多项式插值, 得到动量离散化方程:

a
u
i

P ( ui ) P = ! a
u
i

nb( u i) nb + ∀
u
i

Pp P + ! ∀
u
i

nbp nb + bP ( 10)

以 ( - �p / �x i) V
P
表示- �p / �x i 在 V P 上的平均值, 进而将式 ( 10) 表示为:

( u i) P =
1

a
ui

p
! a

u
i

nb( u i) nb + bP +
△V P

a
u
i

P

-
�p
�x i V

P

( 11)

其中: △V P 表示控制体 V P 的体 (面) 积。将式 ( 11) 代入式 ( 4) , 并用单元积分点上的压力梯

图 2　空穴流的几何域及其边界条件

度替代其中的 ( - �p / �x i) V
P
, 得到压力离散化方程:

cP p P = ! c nb p nb + dP ( 12)

式 ( 12) 将结点 P 上的压力与其所有邻点压力联系

起来, 避免了棋盘式压力场的产生。

2　算例与结论

　　对于流动方向平行于坐标轴的流动问题, 插值

格式 ( 9) 中 !( 0≤!≤1) 对于计算结果没有明显的

影响, 但对于回流问题, 其结果明显不同。本文仅

通过 Re= 1000的二维空穴流问题对插值格式 ( 9) 予以验证。计算域及其边界条件如图 2所
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示, 采用 41×41的均匀网格。计算步骤按 SIMPLER 方法进行, 对式 ( 10) 采用逐行法, 对

式 ( 12) 采用波前法。图 3给出了 CL 1及 CL 2上的计算结果及其比较[ 2, 3] , 图 4给出了按格

式 ( 9) 得到的全场流线分布, 其流动特性与文献 [ 2, 3] 中的结果基本一致。

图 3　CL1和 CL2上 u和 v 的计算结果及其比较

图 4　流线分布

从图 3和图 4可以看出: 采用组合格式 ( 9) 较之纯迎风格式 ( 7) 对计算结果有明显改

善, 尤其对于 #= 45°与 #= 30°的情形, 由格式 ( 9) 所得到的结果基本达到文献 [ 3] 按有限

体积法在 320×320个控制体网格上所得到的精确解。从图 3还可看出, 流动方向与坐标轴方

向的夹角 #越大, 则纯迎风格式的假扩散越严重, 这时更需采用高阶格式。在计算中, 可通

过逐渐增大比例因子 !的反复计算克服因式( 9)减小迎风格式比例对收敛性所造成的影响。计

算结果表明, 在满足收敛的前提下, !越大, 其精度越高。

参　考　文　献

1　Saab as H J, Bal iga B R. Co- Located Equal- Order Cont rol- Volu me Fin ite- Element Method for M ult idimension al , In-

compress ible, Fluid Flow - Part Ⅰ: Form ulation . Numer . Heat T rans fer, 1994, Par t B, 26: 381- 407

2　Ghia U, Ghia K N, S hin C T . High - Re S olut ions for incom pres sible Flow Us ing th e Navier- Stokes Equat ions and a

Mul t igrid M ethod. J . Compu t . Ph ys. , 1982, 48: 387- 411

3　Demirdzic I, L ilek Z, Peric M . Fluid Flow and Heat Trans fer T es t problems for Non- Orthogonal Grids : Bench- Mark

Solut ion s. Int . J. Numer . Meth . Fluids, 1992, 15: 329- 354

(责任编辑　杨再荣)

211第　2　期 控制体有限元方法中的一种高阶插值格式



and from stagnat ion on the half- cyl inder leading edge. T he ho les in each row w ere spaced

thr ee hole- diameters apart at ang les to the surface spanw ise and st reamw ise respect ively.

The length of hole is of four hole- diameters. Spanw ise and streamw ise dist ribut ions of f ilm

cooling ef fect iveness in the leading edge and on the f lat side- w all w er e measured in the

range of m ainst ream Reyno lds num ber ( based on leading edge diameter ) fr om 42000 to

127000 and blow ing rat io ( average secondary to mainst ream m ass flux rat io ) f rom 0. 8 to

2. 0. T he results indicate that the f ilm cooling ef fectiv eness decreases w ith incr easing blow ing

rat io but does not depend too m uch on the m ainst ream Reynolds number . T he secondary f low

locus is depedent on blow ing rat io but also does not depend on m ainst ream Reynolds num ber

too much.

Key Words　Airfilm cooling blades　Efficiency　Experiments

HIGH- ORDER INTERPOLATION SCHEME OF CVFEM
Wang Xue and Yan Chuanjun

( 7th Dep t. Northwestern Polytechnical University , Xi'an　710072)

ABSTRACT　　　　Even though all upw ind schemes of Contr ol- V olum e Finite- Ele-

ment M ethod ( CVFEM ) enhance the accuracy for simulation of advect ion- dom inated fluid

flow s, but lead to sever e false dif fusion fo r flow s oblique or skew to the ax is direct ion. A high

- o rder polynom ial interpolat ion schem e is proposed, based on the locally skew ed upw ind

schem e and an upw ind neighbo r element of the interpolated element . The numerical tests o f

lid- dr iv en cavity f low in three dif ferent geom etric fields fo r Re= 1000, and with 41×41 uni-

fo rm g rids, proved that the proposed high - order scheme can almost achieve the bench -

mark solut ions that prev ious researchers obtained w ith m uch mo re refined g rids.

Key Words　Finite elements　Interpolat ion method flow

AEROELASTIC OPTIMIZATION

OF A HELICOPTER ROTOR

WITH SINGLE- CELL COMPOSITE BLADES

FOR VIBRATION REDUCTION
Xiang Jinwu and Zhang Xiaogu

( 5th Dept. Beij ing University of Aeronautics and Astronautics, Beij ing　100083)

ABSTRACT　　　　An unsteady aerodynam ic environment and highly flex ible r otat ing

blades lead to harm onic lo ading s on the rotor so as to cause high vibrat ion in the helicopter.

An opt imizat ion is carried out for a four- bladed, sof t in- plane hingeless rotor consisting o f

a sing le- cell com posite box- beam spar for helicopter vibrat ion reduct ion. T he design vari-

ables are the ply ang les of the box- beam w alls; the object ive funct ion is of the vibration hub

loads. Const raints are impo sed on blade rotating f requencies and aer oelast ic stability . As com-

pared to the initial design, the opt imum solut ion resul ts in a 20- 70% r educt ion o f the 4/ rev

hub lo ads.

Key Words　Ro to r blades　Aeroelast icity opt imizat ion　Vibration reduct ion
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